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T
extau

fgabe
: Paul

und

Paula
waren

zusam
men

wande
rn. D

ann verab
-

schie
den

sie sich
und

gehe
n getre

nnte
Wege.

Paul
läuft

gerad
eaus

vier
Kilometer

in Richtu
ng Westen

,

Paula
drei

Kilometer
nach

Osten.
Wie

weit si
nd sie nun vone

inand
er entfe

rnt?

Das kann
jeder

auch
nach

drei
Woche

n

Stran
durla

ub berec
hnen

: Da die Stre-

cken
auf einer

Linie
liege

n, m
uss man

nur addie
ren;

drei
plus

vier sind
siebe

n

Kilometer,
fertig

. Abe
r was, w

enn Paul

seine
vier Kilometer

zwar nach
Westen

wande
rt, Pa

ula ihre drei a
ber n

ach Nor-

den?
Die beide

n laufe
n nun nicht

mehr

auf derse
lben

Graden
. Der Vorg

ang ist

jetzt
zweidim

ensio
nal. G

rübel
.

Wer dafür
Google

Maps anwirft, h
at

verlo
ren. D

enn es gib
t eine

n mathem
ati-

schen
Satz,

der je
dem

über
die gesuc

hte

Strec
ke Ausk

unft
gibt,

der s
ieht,

dass d
ie

beide
n bei

diese
r Richtu

ngsw
ahl

die

Kathet
en eines

recht
winkel

igen
Drei-

ecks,
nenn

en wir sie
a und b, ab

gesch
rit-

ten habe
n. Dann

ist ihre
Entfe

rnun
g

zuein
ande

r die Hypote
nuse

c des r
echt-

winkel
igen

Dreiec
ks, un

d es gil
t der

Satz

des P
ythag

oras:
a2 + b2 = c2 . M

it den
gege-

bene
n Zahle

n habe
n wir sogar

Glück:

c2 = 32 + 42 = 9 + 15 = 25, u
nd das is

t eine

Quadra
tzahl

, dam
it ist

ihre Wurzel
, also

die aus 2
5, ein

e ganze
Zahl:

5 Kilometer.

Addi
erten

sich
die

Kathet
enqu

adrat
e

nicht
zu einer

Quadra
tzahl

, zieht
man

die Wurzel
eben

mit dem
Tasch

enrec
h-

ner. D
amit ist

die R
echn

ung auch
in zwei

Dimensio
nen einfa

ch geworden
.

Aber
waru

m gilt d
er Sa

tz des
Pytha

go-

ras überh
aupt?

In jeder
Schu

lform
in

Deutsc
hland

müssen
ihn späte

stens
in der

neun
ten Klasse

alle lerne
n und

anwe
n-

den,
die Wert au

f ihre
Mathem

atikn
oten

legen
. Nicht

wenig
e werd

en sich
damit

begn
ügen

. Dabei
kann

man auch
verste

-

hen,
waru

m er gilt,
wenn

man einig
e

Vorau
ssetzu

ngen
macht,

die so intuit
iv

richti
g sind

wie Paul
und Paula

s Ent
fer-

nung
nach

ihren
Märsch

en auf einer

gemeinsa
men gerad

en Linie
. Das logi-

sche
Zurü

ckfüh
ren zunäc

hst nicht
not-

wend
ig intuit

iver A
ussag

en auf b
estim

m-

te intuit
ive Vorau

ssetzu
ngen

– oder
auf

berei
ts bew

iesen
e Sätz

e – ist da
s, was

man

in der Mathem
atik unter

einem
Bewe

is

verste
ht. D

er Ru
f der

beson
deren

Stren
-

ge un
d Exak

theit,
in dem

dieM
athem

atik

steht
, verd

ankt
sich genau

diese
r Bew

eis-

kultu
r, zu der auch

eine
weitg

ehen
de

Einig
keit der Mathem

atiker
über

einen

Satz
intuit

iv wahr
er Vorau

ssetzu
ngen

gehö
rt, da

s sog
enann

te Ax
iomensys

tem –

zumindes
t muss die Hinzun

ahme oder

Ableh
nung

eines
Axiom

s kenn
tlich

gemacht
werd

en. W
er dann

aber
den so

bestim
mten

Bewe
is eines

mathem
ati-

schen
Satze

s nachv
ollzo

gen hat, d
er hat

buch
stäbli

ch geseh
en, waru

m der Satz

richti
g ist, h

at de
n Zusa

mmenhan
g zwi-

schen
Intui

tivem
und

Nichtin
tuitiv

em

gewis
serm

aßen
vor sich

hinge
stellt

. Ein

Verb
, das

wörtl
ich „vor

sich
hinst

ellen
“

bedeu
tet – oder

aber
eine

alte Perfe
kt-

form
von

„sehe
n“ –, verwe

ndete
n die

alten
Griech

en für un
ser W

ort „w
issen

“.

Ohne
Bewe

is kein
Wissen,

so ist es

jeden
falls i

n der Mathem
atik.

Dabei
gibt

es für
ein Theore

m in aller R
egel m

ehrer
e

Möglich
keiten

, es zu bewe
isen.

Für den

Satz
des Pytha

goras
nun

gibt
es sogar

mindes
tens 3

65 versc
hiede

ne Be
weise

. So

viele
umfasst

jeden
falls

ein Buch
, das

Mario
Gerwig

, Mathem
atikle

hrer
am

Gymnasiu
m Leon

hard
in Basel

, unlä
ngst

herau
sgebr

acht
hat. E

s hand
elt sich

um

eine
üppig

kommentie
rte, an manche

n

Stelle
n auch

korri
gierte

Neuaus
gabe

einer

Sammlung,
die der Amerika

ner Elish
a

Scott
Loom

is (18
52 bis 19

40) zu
erst 1

927

veröf
fentli

cht h
atte.

Aber
waru

m? Reich
t

es nicht
, den Satz

einm
al zu bewe

isen?

Natürli
ch, d

ie Sinnf
rage

kann
man stel-

len, u
nd Gerwig

beant
worte

t sie ausfü
hr-

lich,
nicht

zuletz
t unt

er de
m Hinwei

s auf

das m
athem

atikd
idakt

ische
Poten

tial vi
el-

fältig
er

Herang
ehens

weise
n an

das

berüh
mteste

Theore
m zur Demonstr

a-

tion,
wie mathem

atisch
es Wissen

in die

Welt kommt. An
den drei

Bewe
isen

aus

Gerwig
s Neuaus

gabe
von

Loom
is’

Sammlung,
die au

f dies
er Se

ite vo
rgest

ellt

sind,
lässt

sich aber
auch

besic
htige

n, wi
e

unter
schie

dlich
– und

unter
schie

dlich

lang – Bewe
ise au

sfalle
n könn

en.

Berei
ts Elish

a Loom
is teilte

seine

Sammlung
in algeb

raisch
e und geom

etri-

sche
Bewe

ise ein. B
ei de

n algeb
raisch

en

führe
n Sachv

erhal
te wie

Ähnli
chkei

ten

von Teild
reieck

en oder
Prop

ortion
alität

en

von Strec
ken oder

Fläch
en auf G

leichu
n-

gen, a
us de

nen sich schlie
ßlich

das a
2 + b2 =

c2 ergib
t. Die geom

etrisc
hen

Bewe
ise

arbei
ten dageg

en mit Unterte
ilung

en von

Fläch
en und dem

Vergl
eich dabei

gebild
e-

ter T
eilf lä

chen.
Diese Unters

cheid
ung ist

insofe
rn nicht

überm
äßig

schar
f, als

man

auch
bei de

n algeb
raisch

en Bewe
isen nicht

ohne
geom

etrisc
he Ausg

angsü
berle

gun-

gen und bei de
n geom

etrisc
hen nicht

ohne

die Manipu
lation

von Gleichu
ngen

aus-

kommt.Doch dient
en schon

Loom
is die

se

Aufte
ilung

und ihre Unterg
lieder

ung vor

allem
dazu,

die
Auffi

ndba
rkeit

eines

Bewe
ises zu erleic

htern
. Gerwig

s Buch

gibt ü
berdi

es „Lese
empfehl

unge
n beson

-

derer
Bewe

ise“,
wobe

i die Beson
derhe

it

sich mitunte
r aus

histor
ische

n Persö
nlich

-

keiten
ergib

t, auf die der
betre

ffend
e

Bewe
is zurüc

kgeht
oder

denen
er zuge-

schrie
ben wird,

darun
ter na

türlic
h Eukli

d,

aber
auch

Leon
ardo

da Pi
sa alia

s Fibo
nac-

ci, G
ottfri

ed Wilhelm
Leibn

iz, Le
onard

o

da Vinci
, der

späte
re amerikan

ische
n Prä-

siden
t Jam

es Garfiel
d oder

die sechz
ehn-

jährig
e Sch

ülerin
Ann Condit

.

Und Pytha
goras

? Nun, auch
für den

Satz
des Pytha

goras
gilt d

as 1980
aufge

-

stellte
Gesetz

des am
erika

nisch
en Statis

ti-

kers
Steph

en Stigle
r, wo

nach
keine

wis-

sensc
haftli

che
Entd

eckun
g nach

ihrem

eigen
tliche

n Entd
ecker

benan
nt ist –

inklu
sive ü

brige
ns de

s stig
lersch

en Geset-

zes, d
as in Wahrhe

it auf
den Sozio

logen

Robert Merton zurückgeht, wie Stigler

einräumt – schon um damit die Selbst-

konsistenz seines Theorems sicherzustel-

len. Tatsächlich gibt es unter den 365

Beweisen keinen, den man dem Pythago-

ras auch nur zuschreiben könnte.

Das liegt auch daran, dass man über

diesen alten Griechen kaum etwas weiß.

Obwohl – oder gerade weil – er im Alter-

tum ungeheuer berühmt war, stammen

die meisten überlieferten Informationen

über ihn erst aus der Spätantike. Worauf

sich die Gelehrten einigen können, ist,

dass er um 570 vor Christus auf der Insel

Samos geboren wurde und in seiner ers-

ten Lebenshälfte wohl viel gereist ist:

Milet, Syrien, Ägypten und Babylon

werden als Stationen genannt. Schließ-

lich gelangte er nach Kroton, einer der

griechischen Kolonien in Unteritalien.

Dort gründete er eine Schule, die später

in das weiter nördlich in Lukanien gele-

gene Metapont umzog, wo Pythagoras

um das Jahr 500 gestorben sein soll.

Schriften des Pythagoras sind nicht nur

keine erhalten, es hat wahrscheinlich nie

welche gegeben. Seine Lehre wurde

mündlich tradiert, innerhalb seiner

Schule. Die war zeitweise auch politisch

aktiv, trug aber zugleich Züge einer Reli-

gionsgemeinschaft oder gar einer Sekte,

mit Seelenwanderung als einer zentralen

Lehre und Pythagoras als der auch über

seinen Tod hinaus verehrten Stifterfigur.

Schon Aristoteles (384 bis 322 v. Chr.)

erwähnt nie Pythagoras selbst, sondern

nur „die Pythagoräer“, und zu seiner Zeit

waren Person und Werk des Meisters

schon dick von Legenden überwuchert.

Dazu gehört vielleicht auch schon jene,

Pythagoras und seine Schule hätten das

Wissen um die Existenz irrationaler Zah-

len unterdrücken wollen. Der Pythagorä-

er Hippasos von Metapont soll wegen

dieser Entdeckung – oder ihrer Verbrei-

tung – von seinen Glaubensbrüdern

sogar umgebracht worden sein. Aller-

dings gibt es in zeitgenössischen oder nur

wenig jüngeren Quellen weder für die

Ablehnung irrationaler Zahlen durch die

Pythagoräer noch für den Fememord an

Hippasos irgendeinen belastbaren Beleg.

Sicher ist jedoch, dass Zahlen und Zah-

lenverhältnisse für das philosophische

Weltbild der Pythagoräer von zentraler

Bedeutung waren. Sie traten hier das

Erbe der ionischen Naturphilosophen

an, die nach einem Weltprinzip fragten

und es im Wasser, in der Luft und

schließlich in einem „Unbegrenzten“

sahen. Für die Jünger des Pythagoras war

dasWeltprinzip imWesentlichen mathe-

matisch, eine Idee, die auch bei dem von

ihnen beeinf lussten Platon zu finden ist.

Bei Platon, in seinem vermutlich Mitte

der 380er-Jahre v. Chr. verfassten Dialog

„Menon“, ist bei den Griechen auch

bereits die Kenntnis des heute sogenann-

ten Satzes des Pythagoras belegt –

zumindest eines Spezialfalles davon. Ob

aber Pythagoras selbst den nach ihm

benannten Satz gekannt oder gar bewie-

sen hat? Letzteres ist ungeklärt. Bewiesen

in unserem heutigen Sinne, also durch

das Zurückführen auf Axiome, hat ihn

wohl erst Euklid um das Jahr 300 v. Chr.

Gekannt hat Pythagoras seinen Satz aber

ziemlich sicher – denn Menschen arbei-

teten damit schon lange vor ihm.

Das weiß man allerdings erst, seit man

um die Mitte des 19. Jahrhunderts lern-

te, akkadische Keilschrifttafeln zu entzif-

fern. Denn unter diesen findet man bis

zurück in die frühe altbabylonische Zeit

um 1800 v. Chr. auch solche mit Listen

von Dreiergruppen ganzer Zahlen a, b,

c, welche die Beziehung a 2+ b 2= c 2erfül-

len, also 3, 4, 5 oder 6, 8, 10 oder 5, 12,

13 – sogenannte „pythagoräische Zah-

lentripel“. In Keilschrifttexten sind auch

Textaufgaben überliefert, die man mit-

hilfe solcher Listen lösen konnte, wie

etwa diese auf einer heute im Britischen

Museum aufbewahrten Tafel: „4 ist die

Länge und 5 ist die Diagonale. Was ist

die Breite? Ihre Größe ist unbekannt. 4

mal 4 ist 16, 5 mal 5 ist 25. Du ziehst 16

von 25 ab und es bleibt 9. Wie viel mal

was soll ich nehmen, um 9 zu bekom-

men? 3 mal 3 ist 9. 3 ist die Breite.“

Aus derselben Zeit sind solche Text-

aufgaben auch aus ägyptischen Papyri

bekannt. Etwa der möglicherweise noch

vor 1800 v. Chr. verfasste Berliner Papy-

rus 6619 aus dem Mittleren Reich: „Die

Fläche eines Quadrats ist 100, und es ist

gleich der Summe zweier kleinerer

Quadrate. Die Seite des einen ist die

Hälfte plus ein Viertel der Seite des

anderen.“ Gesucht sind dann die Seiten

aller drei Quadrate. Wir können das

heute auch algebraisch lösen. Die Ägyp-

ter aber dürften ausgenutzt haben, dass

das pythagoräische Tripel 6, 8, 10 die

beschriebenen Bedingungen erfüllt.

Im alten Ägypten gab es einen beson-

ders guten Grund, sich mit pythagoräi-

schen Tripeln zu beschäftigen, musste

doch jedes Jahr das vom Nil überf lutete

Ackerland neu vermessen werden, wozu

man eine Methode brauchte, auf freiem

Feld in der Horizontalen rechte Winkel

zu erzeugen. Wahrscheinlich geschah

dies durch einen „umgekehrten Pytha-

goras“: Statt ein rechtwinkliges Dreieck

vorzugeben und aus zwei Seiten die drit-

te zu berechnen, nahm man ein Seil, das

mittels Knoten oder Markierungen in

zwölf gleiche Strecken unterteilt war.

Dann hielt ein ägyptischer Landvermes-

ser das Seil an beiden Enden zusammen,

ein zweiter fasste es an der dritten und

ein dritter an der vierten Markierung.

Dann gingen die drei auseinander und

spannten so das Seil zu einem Dreieck

aus, das damit – weil die markierten Teil-

strecken auf den drei straff gezogenen

Seiten das pythagoräische Tripel 3, 4, 5

bildeten – notwendig ein rechtwinkliges

war. Ob das allerdings bedeutete, dass

die Ägypter das Theorem in seiner geo-

metrischen Allgemeinheit kannten, also

wussten, dass die Quadrate über den

Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks

sich immer zu dem Quadrat über der

Hypotenuse addieren, ist unklar.

Bei den Griechen ist die bautechni-

sche Bedeutung pythagoräischer Zusam-

menhänge nicht nur aus den Proportio-

nen zahlreicher Gebäude ersichtlich,

sondern auch aus zwei Bezeichnungen,

die bis heute ihrer Sprache entlehnt sind:

„kathetos“ bedeutet wörtlich „herabge-

lassen“ – gemeint ist ein Senkblei, dessen

Faden mit der Waagerechten schwer-

kraftbedingt immer einen rechten Win-

kel einschließt –, und „hypoteinousa“ ist

„eine darunter Ausgestreckte“. Schließ-

lich war es dann auch spätestens ein

Grieche, der das allgemeine Gesetz hin-

ter den pythagoräischen Tripeln erkann-

te. Ob es nun tatsächlich Pythagoras

selbst war oder erst einer seiner Schüler

– diese Leistung sollte eine derart große

Bedeutung erlangen, dass heute jedes

Kind mit ihr zu tun bekommt.

Worin aber liegt heute diese Bedeu-

tung? VerschiedenenMathematikern oder

mathematisch Interessierten wird da Ver-

schiedenes einfallen. Günter Ziegler von

der Freien Universität Berlin fallen etwa

Koordinatensysteme ein. „Meiner Mei-

nung nach ist er [der Satz des Pythagoras]

von fundamentaler Bedeutung, weil er uns

sagt, wie man in kartesischen Koordina-

tensystemen Abstände misst“, schreibt

Ziegler im Geleitwort zu Mario Gerwigs

Buch. Und das nicht nur im Zweidimen-

sionalen wie eingangs mit Paul und Paula.

Auch in drei Raumdimensionen berechnet

sich das Quadrat des Abstands zweier

Punkte als Summe von Quadraten – nur

dass es nun nicht mehr zwei sind, sondern

drei. Und in Räumen mit mehr als drei

Dimensionen, die nicht mehr visuell vor-

stellbar, aber zuweilen sehr nützlich sind,

gilt dies ebenfalls.Allerdings nur unter einer Vorausset-

zung, von der sich möglicherweise schon

Euklid nicht so sicher war, wie intuitiv

wahr sie wirklich ist: des sogenannten

Parallelenaxioms. Es besagt, dass man

durch einen außerhalb einer Gerade lie-

genden Punkt in der dadurch definierten

Ebene nur eine einzige zweite Gerade

ziehen kann, die zur ersten parallel ist.

Jahrhundertelang hat man geglaubt, die-

se Aussage sei inWahrheit ein Theorem,

das sich aus den anderen Axiomen Eu-

klids herleiten, also beweisen lassen

müsste. Heute weiß man, dass dies

unmöglich ist. Möglich aber ist es, das

Parallelenaxiom wegzulassen – dann

bekommt man aber ziemlich andere,

sogenannte nichteuklidische Geome-

trien. Und in diesen gilt der Satz des

Pythagoras nicht mehr.
Und doch, auch in einer nichteuklidi-

schen Geometrie kann einem der alte

Pythagoras noch nützen – nämlich

indem man ihn geeignet verallgemei-

nert. Das hat sich unter anderem der

Mathematiker Bernhard Riemann in der

Mitte des 19. Jahrhunderts überlegt. Er

dachte über eine Verbindung von Geo-

metrie und Differentialrechnung nach.

In Letzterer verwendet man gerne soge-

nannte infinitesimale, also unendlich

kleine Größen und bezeichnet sie etwa

bei räumlichen Betrachtungen mit dx, dy

und dz. Auch wenn diese unendlich klein

sind, könnten ihre Verhältnisse, also

etwa dy/dx, endliche und tatsächlich sehr

nützliche Größen sein. Ist der Raum

euklidisch, gilt Pythagoras, und ein infi-

nitesimaler Abstand ds berechnet sich

über ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2. Riemann hat

diese Formel verallgemeinert und eine

Größe „g“ eingeführt – die allerdings

keine einfache Zahl mehr ist, sondern

ein sogenannter Tensor. Zusammen mit

dx, dy und dz ergibt dieses g nun einen

infinitesimalen Abstand ds auch in nicht-

euklidischen Räumen – etwa auf einer

gekrümmten Oberf läche.
In dem g steckt also sozusagen die

Information über die Abweichung vom

euklidischen Fall – die Abweichung von

Pythagoras. Das Ganze funktioniert auch

in vier Dimensionen – mit der Zeit als

vierter Dimension. Auch dann lässt sich

mit g auch hier die Abweichung vom euk-

lidischen Fall beschreiben, mithin die

Krümmung der Raumzeit. Riemanns

Arbeiten waren es, die Albert Einstein

später in die Lage versetzten, seine allge-

meine Relativitätstheorie, in der die

Schwerkraft als Raumzeitkrümmung auf-

gefasst wird, mathematisch zu formulie-

ren. Seither könnte man Paul und Paulas

Abstand auch berechnen, wenn den bei-

den einfallen sollte, in der Umgebung

eines schwarzen Loches wandern zu

gehen – in gleich mehrfacher Hinsicht

weit jenseits derWelt des Pythagoras.
Literatur: Mario Gerwig, „Der Satz des Pythagoras in

365 Beweisen. Mathematische, kulturgeschichtliche und

didaktische Überlegungen zum vielleicht berühmtesten

Theorem der Mathematik“, Springer-Verlag Berlin 2021.
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Ann Condits Beweis
Über diesen Beweis schrieb der amerikani-

sche Mathematiker Elisha Loomis: „Er ist

insofern einzigartig, als es der erste jemals

gefundene Beweis ist, bei dem alle Hilfsli-

nien und alle benutzten Dreiecke am Mit-

telpunkt der Hypotenuse des Ausgangsdrei-

ecks entspringen. (…) Er wurde entwickelt

und ausgeführt von Miss Ann Condit. Diese

16 Jahre alte Schülerin hat etwas getan, was

von keinem großen Mathematiker überlie-

fert ist, sei er Inder, Grieche oder aus

moderner Zeit. Er sollte als Ann-Condit-

Beweis bekannt werden.“

q.e.d.
=> c2 = a2 + b2

Die Dreiecke ∆ABC, m und n sind ähnlich zueinander.

Außerdem ist m+n =∆ABC. Da die Flächen von

drei ähnlichen Dreiecken zueinander im selben

Verhältnis stehen wie die Flächen der über ihren

jeweiligen Grundseiten errichteten Quadrate, gilt:

Also:

∆ABC :m:n=c2 : a2 : b2

m
a2

n
b2=> =

∆ABC
c2=

=> a2=k ·m, b2=k ·n, c2=k ·∆ABC

=> a2+b2=k ·m+k ·n=k · (m+n)=k ·∆ABC=c2

=>

Sei H der Mittelpunkt der Strecke CB.

∆ABC,∆AEC,∆CEB und ∆CDH sind ähnlich,

und es gilt die fortlaufende Proportion:

aus der sich 18 einfache Gleichungen

ableiten lassen. Aus zwei dieser Gleichungen

folgt die gewünschte Aussage direkt:

q.e.d.

a : x : y : =b : (c-y) : x :
y
2

=c :b : a : ,

)(

x
2)(

a
2)(

(1) =
y= , einsetzen in (2) =

a
y

c
a

c
bb

c-y
a2
c

=> c2 = a2 + b2

Da ∆ABC und ∆EFC kongruent sind, ist EF=AB=AH.

Da außerdem PC=PA ist, sind die Grundseiten der

Dreiecke ∆PAH,∆CPE und ∆PCF gleich lang. Da die

Flächen von Dreiecken mit derselben Grundseite im

gleichen Verhältnis stehen wie die jeweiligen Höhen, gilt:

Es folgt:

Nun ist aber auch

=

=

, wobei ∆CPE =

, also ist

CD

½ ·Re.CSME =¼ ·

∆CPE
∆PCF

ER
FR

∆CPE + ∆PCF∆PCF

∆PCF

ER + FR
FR = =>

AB
FR

= AB
FR

¼ · CD +¼ · CG
=

=

=

∆PAH

=> ∆PAH = ∆CPE + ∆PCF

∆PCF ∆PCF ∆PAH
∆PCF

∆CPE + ∆PCF∆PCF

AB
FR

¼ · AK

=> ¼ · AK = ¼ · CD + ¼ · CG
=> AK =

=> c 2= a 2+ b 2

CD + CG

und ∆PCF=½ ·Re.CFNT=¼ CG·

q.e.d.
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